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Aufgabe 1 (4 Punkte)
Zeigen Sie, ohne einen Teiler zu berechnen, dass 1729 keine Primzahl ist.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei d # 1mod4, K = Q(v/d) und O der Ganzheitsring in K. Zeigen Sie:
a) Esist I :={z¢€ O | N(z) € 2Z} ein Ideal in O.
b) Falls d < —2 ist, ist I kein Hauptideal.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Seien O = Z[V/3], € = 2+ /3 (Hinweis: 2+ /3 ist eine Einheit in O) und ry, == €2 ' 4 k(e)

ok—1

Zeigen Sie:
a) Esgilt 1y =4 und rpq = ri — 2.

Sei nun p eine ungerade Primzahl und M, = 2P — 1. Der Lucas-Lehmer-Test fiir Mersenne-
Primzahlen besagt nun, dass M, eine Primzahl ist, falls M, | r,—; gilt. Um ihn zu beweisen,
zeigen wir, dass M, keinen Primteiler [ mit der Eigenschaft [ < \/ﬁp haben kann, falls M, ein
Teiler von r,_; ist.

Nehmen wir also zunéchst an, dass es ein R € N gibt mit 7, = ¢~ + k(€)> " = R- M,.

b) Zeigen Sie: ¢ = RM,e® " — 1 und €’ = (RM,e*~ —1)%
Nun sei M, auflerdem keine Primzahl, habe also einen Primteiler [ € N mit der Eigenschaft
[ < \/ﬁp. Zeigen Sie:

¢) Die Ordnung von € in (O/10)* ist 2P.

d) Aus c) folgt, dass 2P < [ — 1 ist.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es sei f € Z[X] und o € Q eine Nullstelle von f. Zeigen Sie: Ist die Darstellung o = £
vollsténdig gekiirzt, so teilt n den Leitkoeffizienten von f.

ABGABE bis Mittwoch, den 23. Juni 2004, 14:00 Uhr in den gekennzeichneten
Einwurtkésten im Kollegiengebdude Mathematik, 3. OG neben Zimmer 308 oder zu Beginn
der Ubung.



